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Abstract
Il Laser Interferometer Space Antenna (LISA), sensibile alle onde gravitazionali nella
regione dei milli-Hertz, sarà in grado di rivelare segnali provenienti da diverse sorgenti,
di origine sia astrofisica che cosmologica. La precisa caratterizzazione di tali segnali
sarà di grande importanza per poter distinguere e studiare questi fenomeni. Questa
caratterizzazione passa attraverso la costruzione delle response functions per LISA, che
descrivono la risposta dell’interferometro al passaggio di un’onda gravitazionale. In
questo lavoro di tesi le funzioni di risposta vengono calcolate analiticamente e numeri-
camente sia per il singolo canale di Time Delay Interferometry (TDI), nonché nel caso
di correlazione tra due canali, sia nella base X,Y,Z, che in quella A,E,T. La correlazio-
ne tra due canali è necessaria nell’ottica della rivelazione dello Stochastic Gravitational
Waves Background, in quanto questo, a differenza del rumore, è correlato tra diversi
channels. Infine la base A,E,T, ottenuta da una rotazione della base X,Y,Z, consente
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La scoperta delle onde gravitazionali, avvenuta nel 2015 da parte della Laser Interfe-
rometer Gravitational Wave Observatory (LIGO) Scientific Collaboration e della Virgo
Collaboration, ha segnato l’inizio di una nuova era nello studio dell’universo, affian-
cando ai tradizionali metodi di studio e ricerca in ambito astrofisico e cosmologico un
nuovo e potente strumento. L’osservazione delle onde gravitazionali infatti, permette
di esplorare regioni e fenomeni dell’universo che sarebbero inaccessibili utilizzando la
sola radiazione elettromagnetica, grazie al fatto che le prime, perturbazioni dello spazio-
tempo stesso, viaggiano sostanzialmente indisturbate dal momento della loro creazione
[6].
Tuttavia per gli interferometri terrestri la regione di frequenze inferiori ad 1 Hz,
potenzialmente molto ricca in termini di sorgenti di onde gravitazionali, risulta essere
sostanzialmente inaccessibile a causa, soprattutto, di due fonti di rumore: quello sismico
[4, 7] e quello Newtoniano [4]. Il primo è legato a vibrazioni della crosta terrestre
provocate da attività di natura sia antropica (come traffico o treni) che naturale (come i
venti); il secondo è dovuto a fluttuazioni nella densità di massa intorno all’interferometro
che genera dunque fluttuazioni del campo gravitazionale terrestre [4].
L’unico modo per avere accesso a tali frequenze è dunque quello di andare nello
spazio, dove tali fonti di rumore sono assenti.
1.1 LISA
1.1.1 Geometria e principi di funzionamento
Il Laser Interferometer Space Antenna (LISA) è un esperimento frutto della collabora-
zione tra l’Agenzia Spaziale Europea (ESA) e la National Aeronautics and Space Admi-
nistration (NASA), che consiste di una costellazione di tre satelliti disposti in modo da
formare un triangolo in prima approssimazione equilatero di lato 2.5 milioni di km [4], il
cui lancio è previsto intorno al 2035. Questi satelliti seguiranno un’orbita eliocentrica,
con periodo di 365.2422 giorni, seguendo la Terra a una distanza di circa 50 milioni di
km, ovvero circa 20° lungo l’orbita. Il piano del detector, inoltre, sarà inclinato di 60°
rispetto al piano dell’eclittica, con il risultato che il vettore normale al piano, durante




1.1. LISA CAPITOLO 1. INTRODUZIONE
Alla luce di quanto detto è evidente come sia necessario implementare tecniche
quanto più efficaci al fine di poter distinguere il segnale dal rumore di fondo prodotto
dal rivelatore, in particolare nell’ottica della rivelazione del fondo stocastico di onde
gravitazionali e della distinzione tra l’origine astrofisica e quella cosmologica di questo
segnale [15]. Questo lavoro di tesi si inserisce proprio in questo contesto, infatti il
calcolo analitico e numerico delle funzioni di risposta viene effettuato sia nei canali
X,Y,Z, che nei canali A,E,T. È stato dimostrato che considerando l’ultima combinazione
è possibile facilitare la distinzione tra rumore e segnale, poiché vengono rimosse alcune
degenerazioni tra i due [11].
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Capitolo 2
Funzioni di risposta di LISA per il
singolo canale TDI
In questo capitolo vengono calcolate analiticamente e numericamente le funzioni di rispo-
sta di LISA nel singolo canale, ovvero misure di Time Delay Interferometry considerando
il solo contributo dovuto a due bracci dell’interferometro. Questo calcolo è presentato
in due sistemi di riferimento diversi, dopo l’introduzione dei tensori di polarizzazione e
della funzione di trasferimento, necessari per lo sviluppo dei conti successivi.
2.1 Tensori di polarizzazione
Vengono ora introdotti i tensori di polarizzazione per le onde gravitazionali nelle due basi
più comunemente utilizzate in letteratura: la base {+,×} e quella {R,L}. Quest’ultima
verrà utilizzata soltanto a partire dal capitolo 3. I tensori di polarizzazione possono
essere espressi nel seguente modo [13]:
e+ij = m̂im̂j − n̂in̂j , e×ij = m̂in̂j + n̂im̂j (2.1)
dove m̂ e n̂ sono definiti considerando il grado di libertà, detto angolo di polarizzazione
ψ, che dipende dall’orientazione della sorgente. Infatti, considerando un generico siste-
ma di riferimento {p̂, q̂, ŵ}, con ŵ orientato lungo la direzione di propagazione dell’onda
e ŵ = p̂× q̂, gli assi p̂ e q̂ possono ruotare attorno a ŵ. Allora:
m̂ = cosψp̂+ sinψq̂, n̂ = − sinψp̂+ cosψq̂. (2.2)
A partire da e+ij e e
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In un sistema di riferimento cartesiano in cui ŵ sia orientato lungo ẑ, se ψ = 0,
















2.3. FUNZIONE DI TRASFERIMENTO
CAPITOLO 2. FUNZIONI DI RISPOSTA DI LISA PER IL SINGOLO CANALE
TDI
poiché, come sarà mostrato in seguito, la funzione di trasferimento tende a uno in tale
limite.
In generale la funzione di risposta contiene informazioni in merito a come uno
strumento con le braccia lungo û e v̂ risponda al passaggio di un’onda gravitazionale
che si propaga lungo ŵ.
2.3 Funzione di trasferimento
È possibile definire la funzione di trasferimento a partire dal calcolo del tempo che
un fotone impiega per compiere il percorso di andata e ritorno lungo un braccio del
detector, considerando la perturbazione indotta dal passaggio di un’onda gravitazionale
che si propaga lungo ŵ [8]. In particolare si considera un sistema di assi cartesiani
{x, y, z} in cui i due estremi del braccio del detector sono posti rispettivamente in
~x1 e ~x2 = ~x1 + Lû. La variazione nel tempo impiegato dal fotone che viene emesso








ds hab(t(s), ~x(s)), (2.10)
con t(s) = (t− L/c) + s/c e ~x(s) = ~x1 + sû.
Seguendo quanto fatto in [8], è possibile inserire l’equazione (2.5) in (2.10) e























in cui t2 = t corrisponde al tempo di ricezione in x2 mentre t1 = t − Lc corrispon-




























Dalla precedente equazione si può definire l’espressione per la funzione di trasferi-
mento legata al percorso di sola andata del fotone, che risulta:












Raccogliendo un termine e−
iπfL
c
(1−ŵ·û) e la funzione di trasferimento può essere riscritta
come:





















2.5. SISTEMA DI RIFERIMENTO DEL DETECTOR
CAPITOLO 2. FUNZIONI DI RISPOSTA DI LISA PER IL SINGOLO CANALE
TDI
n̂ = Rod · (0, 1, 0) =
= (− cos θd cosφd sinψd + sinφd cosψd,− cos θd sinφd sinψd − cosφd cosψd, sin θd sinψd) ,
(2.34)
mentre per ŵ si ottiene il risultato in (2.31).
È ora possibile procedere al calcolo della funzione di risposta angolare. L’equazione







dT (f, ûd · ŵ)− v̂idv̂
j
dT (f, v̂d · ŵ)
]
eAij (θd, φd, ψd) , (2.35)







dT (f,− sin θd cos (φd + γ/2))− v̂idv̂
j
dT (f,− sin θd cos (φd − γ/2))
]
eAij (θd, φd, ψd) .
(2.36)












eAij (θd, φd, ψd) . (2.37)
Per procedere alla somma su i, j è necessario calcolare i tensori di polarizzazione
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sin 2ψd + cos θd sin 2φd cos 2ψd. (2.43)
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Come si è osservato in 2.16, nel limite di bassa frequenza T → 1, e l’espressione
per le funzioni di risposta si semplifica notevolmente:
F+ = − sin γ e+12, F× = − sin γ e×12, (2.46)















Funzione di risposta di LISA nei
canali X,Y,Z e A,E,T
3.1 Correlazione tra due canali
In questo capitolo vengono calcolate le funzioni di risposta di LISA nel caso di corre-
lazione tra due canali, sia nella base X,Y, Z che in quella A,E, T . La ragione per cui
viene utilizzata la correlazione è legata al fatto che il fondo stocastico di onde gravita-
zionali è correlato tra diversi detecotors o canali, mentre il rumore di fondo dovuto allo
strumento solitamente non lo è [8]. Questo può essere visto nel seguente esempio, che
rappresenta il caso più semplice, in cui si considerano due detector identici, posti nello
stesso luogo e allineati. I segnali prodotti da questi posso essere espressi nel seguente
modo:
s1 = h+ n1, s2 = h+ n2, (3.1)
con ni che rappresenta il rumore relativo ai due strumenti e h il contributo legato al
passaggio dell’onda gravitazionale. La correlazione tra questi due detectors si esprime
come il valore di aspettazione del prodotto tra i i due segnali:
〈C12〉 ≡ 〈s1s2〉 = 〈h2〉+ 〈n1n2〉+ 〈hn2〉+ 〈n1h〉. (3.2)
Gli ultimi due termini di 3.2 sono nulli poiché il contributo dell’onda gravitazionale
e quello del rumore non sono correlati. Inoltre, assumendo nulla anche la correlazione
tra il rumore dei due rivelatori, l’unico termine che rimane è quello di interesse dal
punto di vista fisico.
Per comprendere quale sia il vantaggio di utilizzare il canale A,E,T rispetto al ca-
nale X,Y,Z è necessario generalizzare quanto detto sopra al caso di LISA. In particolare,
assumendo che i tre interferometri abbiano le stesse proprietà, il termine di correlazione









con O = X,Y, Z, C1 = CXX = CY Y = CZZ e C2 = CXY = CXZ = CY Z .
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3.2. DEFINIZIONE DEI CANALI X,Y,Z E CORRELAZIONE TRA DUE CANALI
CAPITOLO 3. FUNZIONE DI RISPOSTA DI LISA NEI CANALI X,Y,Z E A,E,T
I canali A,E,T, la cui definizione è presentata nella sezione 3.3, sono costruiti
in modo da diagonalizzare la precedente matrice, permettendo dunque si ottenere dei
canali ortogonali, ovvero statisticamente indipendenti.
3.2 Definizione dei canali X,Y,Z e correlazione tra due ca-
nali
Considerando un singolo braccio dell’interferometro, il segnale prodotto dal percorso di
andata e ritorno del fotone può essere descritto da [9]:
s12(t) = ∆T12(t− 2L/c) + ∆T21(t− L/c) + n1(t), (3.4)
dove n1(t) rappresenta il noise misurato al vertice 1.
Considerando invece due dei tre bracci che compongono LISA e combinandoli con
uno dei satelliti ai vertici è possibile costruire un interferometro di Michelson. In questo
caso l’interferometro viene posto sul piano x-z, con i vertici del triangolo in:






















Per l’interferometro con vertice in ~x1 si può definire:
σX (t, ~x1) ≡ sX (t, ~x1)− nX (t, ~x1)
= ∆T12(t− 2L) + ∆T21(t− L)−∆T13(t− 2L)−∆T31(t− L). (3.7)
Analogamente, permutando i vertici, si possono ottenere altri due interferometri di
Michelson:
σY (t, ~x2) ≡ sY (t, ~x2)− nY (t, ~x2)
= ∆T23(t− 2L) + ∆T32(t− L)−∆T21(t− 2L)−∆T12(t− L), (3.8)
σZ (t, ~x3) ≡ sZ (t, ~x3)− nY (t, ~x3)
= ∆T31(t− 2L) + ∆T13(t− L)−∆T32(t− 2L)−∆T23(t− L). (3.9)

































3.2. DEFINIZIONE DEI CANALI X,Y,Z E CORRELAZIONE TRA DUE CANALI











































È dunque possibile calcolare le funzioni di risposta angolari nel caso di correlazione
tra due canali, che per la base XYZ prendono la seguente forma [9]:


















con O = X,Y, Z e A = +,×, R, L. Queste sono state calcolate in forma analitica nel
limite di bassa frequenza, quando dunque la funzione di trasferimento assume il valore
costante pari a 1, e ponendo l’angolo di polarizzazione ψ pari a π2 , ottenendo i seguenti
risultati:
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|sin θ sinφ|2 , (3.18)
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|sin θ(cos θ cosφ− i sinφ)|2 . (3.21)
Queste funzioni di risposta angolari sono state rappresentate nei grafici in figura da
3.1 a 3.9, al fine di evidenziarne la dipendenza dagli angoli polare θ e azimutale φ.
In questi grafici le regioni più chiare corrispondono a quelle di maggior sensibilità. A
esempio, osservando i grafici con i tensori di polarizzazione nella base R,L, figure 3.7,
3.8, 3.9, si nota come queste regioni corrispondano ad onde gravitazionali provenienti





Poiché il rivelatore è stato posto sul piano x − z, questa direzione corrisponde all’asse
y.
La funzione di risposta integrata è definita integrando la funzione di risposta














3.3. DEFINIZIONE DEI CANALI A,E,T E CORRELAZIONE TRA DUE CANALI
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FAA
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F TT+,×,R,L(f, θ, φ) = 0. (3.34)
Anche in questo caso vengono mostrati i grafici delle funzioni di risposta, da figura
3.15 a 3.20, per evidenziarne la dipendenza angolare. In questo caso è possibile fare delle
considerazioni simili a quelle presenti nella sezione 3.2. In particolare, dalle figure 3.19
e 3.20, si nota come il contributo maggiore venga ancora dato da onde gravitazionali
che viaggiano in direzione ortogonale al piano dell’interferometro [9].
La funzione di risposta integrata è ancora definita integrando la funzione di risposta









dφFOOA (f, θ, φ), (3.35)
di nuovo con O = A,E, T e A = +,×, R, L.
Eseguendo l’integrale numerico è possibile disegnare il grafico della funzione di
risposta in funzione della frequenza per la correlazione tra coppie diverse di canali,
ottenendo quanto presentato nelle figure da 3.21 a 3.28.
Osservando le figure 3.25, 3.26 e 3.28 si può notare come il canale T sia notevol-
mente meno sensibile di rispetto ai canali A e E [14]. La sensibilità degli altri canali alle
varie polarizzazioni, invece, risulta paragonabile (figure 3.21, 3.23, 3.22, 3.24, 3.27). Si
può inoltre notare come le funzioni di risposta (escluso il canale T, che a bassa frequenza
tende a zero come f−6 [14]) siano costanti nel limite di f << f∗, mentre decadano come
f−2 per f > f∗ [14]. Questo evidenzia ancora una volta come la regione di maggior






In questa tesi si sono calcolate in primo luogo le funzioni di risposta dell’interferometro
LISA per il singolo canale TDI nelle polarizzazioni + e × in due sistemi di riferimento:
quello dell’onda e quello del detector. Queste funzioni sono state espresse sia in forma
analitica che numerica, verificando che seguono in entrambi i casi lo stesso andamento,
come ci si attende considerando la definizione invariante della funzione di risposta.
Si sono poi calcolate, sia analiticamente che numericamente, le funzioni di risposta
nel caso di correlazione tra due canali, sia nella base X,Y, Z, che in quella A,E, T ,
per le polarizzazioni +,×, R, L. Queste sono state anche rappresentate in funzione
degli angoli θ e φ, rispettivamente polare e azimutale, per evidenziare le regioni di
maggiore sensibilità per le diverse combinazioni di canali e polarizzazioni, trovando che
in generale LISA è sensibile soprattutto ad onde che viaggiano perpendicolarmente al
piano dell’interferometro. Infine, a partire dall’andamento delle funzioni di risposta
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